1 СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СИГНАЛОВ
1.1 Теоретические сведения

	Сигнал (лат.Signal – знак)- физический процесс или явление, несущие сообщение о каком-либо событии, состоянии объекта и его режиме либо передающие команды управлений и т. п.
	Модель сигнала. Для теоретического изучения реальные сигналы идеализируют, ставят им в соответствие определенные функции времени S(t),u(t), …, которые называются математическими моделями сигналов.
	Математическая модель может быть задана в виде аналитических выражений наиболее часто используют комбинации заданных элементарных функций.
	Для практических приложений особый интерес имеет представление сигнала в виде суммы элементарных сигналов.
 	Динамическое представление сигналов. В этом случае модель сигнала – это сумма следующих во времени один за другим элементарных сигналов, например ступенчатых функций с интервалов ∆ t (рис 1, а):


 (1.1)

либо прямоугольные импульсы длительностью ∆t, примыкающие друг к другу (рис 1.1,б):

 (1.2)

Точность представления возрастает при ∆t       0. При этом суммирование заменим интегрированием по формальной переменной τ, фифферинциал которой dτ , будет аналогичен ∆t. Тогда формулы (1.1) и (1.2) принимают вид
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отметим следующие важные свойства дельта-функции:

1) , т.е. это бесконечно узкий импульс бесконечно большой амплитуды, площадь которого равна 1;

2) - фильтрующее свойство
Представление периодического сигнала S(t)= S(t+nT0)  или сигнала с ограниченной областью (t1<T<t2) определения обобщенным рядом Фурье в базисе основных тригонометрических функций (sin2πnt/T, cos2πnt/T) называется гармоническим. Такое представление возможно если Т=Т0 или Т0=Топр и имеет вид:

 (1.5)



              (1.6)




          (1.7)

Совокупность коэффициентов Аn и φn образует дискретный спектр периодического колебания. Изображение коэффициентов в координатах амплитуда-частота и фаза-частота называется соответственно амплитудными и фазовыми спектральными диаграммами или амплитудным и фазовым спектром.
Кроме тригонометрической формы записи ряда Фурье часто используют комплексную форму. Она соответствует разложению сигнала S(t) в обобщенный ряд Фурье (1.13) по системе ортогональных функций


                  (1.8)

[image: ]                               (1.9)
[image: ]         (1.10)
Между коэффициентами  С0 и Ап, а также, φ2 и Ф,  существует простая связь
[image: ]   (1.11)
На рис. 2 б приведен пример спектральных диаграмм комплексного ряда Фурье
[image: ]


Рисунок 1.2 –Спектральные диаграммы комплексного ряда Фурье
Важно! Коэффициенты Ап и Сп могут быть вычислены двумя
способами:
• непосредственно по (1.6,1.7) и (1.11);
•с использованием спектральной плотности (1.16).
Для периодических сигналов, а также для сигналов с ограниченной областью определения в качестве энергетической характеристики используется средняя мощность, которую можно вычислить по формулам:
•для временной области

                                 (1.12)

•для частотной области

          (1.13)
Совокупность коэффициентов Аn2/2 и Сп2 =/Сn/2  образует дискретный спектр мощности периодического сигнала (рис 1.4).
[image: ]
Рисунок1.4 - Дискретный спектр мощности периодического сигнала
Важно! При переходе к спектру мощности теряется информация о фазе спектральных составляющих.
В отличие от периодического сигнала, одиночный импульс, заданный на всей бесконечной оси времени (Т0—>∞), включающей область определения сигнала (Топр), не может быть записан как ряд Фурье. Логическим распространением спектральных представлений на одиночные импульсы является интегральное преобразование.
Прямое преобразование Фурье - это переход от описания сигнала во времени S(t) к описанию в частотной области S(ω)


                            (1.14)
Обратное преобразование Фурье - это восстановление временной модели сигнала по его спектральной плотности

                                            (1.15)
Таким образом, одиночный импульс, заданный на всей бесконечной оси времени, имеет сплошной спектр в виде непрерывное функции частоты 5(G)), которая называется спектральной плотностью. Размерность спектральной плотности [Ампл / Гц].
[image: ]

Рисунок 3 - Спектральные диаграммы модуля (б) и фазы (в)  спектральной плотности для одиночного прямоугольного импульса (а). 


На рисунке 3 приведен пример спектральных диаграмм модуля (б) и фазы (в) спектральной плотности для одиночного прямоугольного импульса (а).
Спектральная плотность связана простым соотношением с комплексными амплитудами периодического сигнала ∑S (t + nTo), полученного повторением с периодом Т0 одиночного импульса S(t).
            [image: ]                    (1.16)
Соотношение (1.16) позволяет легко перейти от сплошного спектра одиночного импульса к дискретному спектру периодической последовательности импульсов. Расчет Сп по соотношению (1.16) рекомендуется проводить еще и потому, что
· спектральная плотность большинства простейших одиночных импульсов широко представлена [1-3];
· при расчете спектра сложных импульсных последовательностей можно воспользоваться основными теоремами о спектре (прил. П.4).
Полная энергия одиночного импульса может быть вычислена либо во временной области, либо в частотной в соответствии с равенством Парсеваля:


            (1.17)
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Спектральная диаграмма  , как функция частоты, называется энергетическим спектром одиночного импульса.
Для оценки эффективной (практической или активной) длительности сигнала (τэф), имеющего бесконечно протяженную во времени математическую модель, можно воспользоваться энергетическим критерием:


         (1.18)
Для периодических сигналов Sr(t + nT0) АКФ вычисляется:

 (1.19)

В теории сигналов доказывается, что АКФ и энергетический спектр связаны парой преобразований Фурье
[image: ]        (1.20)

Основные свойства АКФ:
1)KS(T) = KS(-Т)       - четность;
I
  2) Ks(0) = Эс	- полная энергия сигнала;
ks (0) = Р	- средняя за период мощность сигнала;
3) Ks (0) > Ks (τ)	- максимум в начале координат;
4) ks (τ) = кs (τ + nTQ) - АКФ периодического сигнала –периодическая 
                                     функция с периодом T0 ;
                                       
5)	Ks(τ) и ks(τ)        - не несут информации о начальном положении сигнала. 
Энергетическую  связь двух различных сигналов,  сдвинутых друг относительно друга на величину τ, характеризует взаимная корреляционная функция (ВКФ):

          [image: ]          (1.21)
ВКФ отображается в частотную область как взаимный энергетический спектр:

                  (1.22)

где '*" - знак комплексного сопряжения.
ВКФ связана с интегралом свертки следующим соотношением:
[image: ]  (1.23)


1.2 Задания на самостоятельную работу

Задача 1
Спектральный анализ сигналов
В табл. 1.2  заданы варианты импульсных сигналов S(t), в табл.1.1 их параметры 
Таблица 1.1
	Предпослед
Зач.книжки
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	U,В
	10
	8
	4
	2
	1
	10
	8
	4
	2
	1

	,mc
	1
	2
	3
	4
	5
	5
	4
	3
	2
	1

	T, mc
	3
	6
	9
	12
	15
	20
	16
	12
	8
	4



Требуется :
а) записать математическую модель сигнала s(t) через временные интервалы и на непрерывной оси времени с помощью комбинаций (суммы и произведений) функций хевисайда.;
б) найти ширину «лепестка» спектра сигнала; для вариантов 1,3,5,7,9 также ширину «лепестка» спектра одиночного импульса, входящего в состав сигнала;
в) определить спектральную плотность ŝ (f) сигнала s(t). построить спектральные диаграммы модуля s(f ) и фазы φ (f ), диаграмму энергетического спектра s(f )2 ;
с) вычислить энергию сигнала;
д) рассчитать коэффициенты ĉn и ân комплексного и тригономерического ряда Фурье для периодического сигнала SТ (t) полученного путем повторения заданного сигнала S(t) с периодом Тn. Построить соответствующие диаграммы / Ĉn/, Фn и /Ân/, φn .












Таблица 1.2
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